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Resumo 
Apresentamos um método para a obtenção de modelos relativísticos de dis-
cos finitos com suporte de esforço na direção radial, tanto estáticos como 
estacionários. Tais modelos são construídos a partir de soluções axialmente 
simétricas à.s equações de Einstein no vazio, que se podem obter através do 
Método do Espalhamento Inverso, refletindo-as através do plano do disco. O 
método é baseado na obtenção de uma solução de um problema de potencial 
bi-dirnensional, a qual determina o comportamento do esforço na direção ra-
dial assim como define uma transformação conforme das coordenadas. Esta 
transformação é usada para levar as equações de Einstein à forma apropriada 
para a aplicação do Método do Espalhamento Inverso. 
Resolvendo o problema de potencial bi-dimensional, obtemos uma ex-
pressão geral para o esforço na direção radial que leva a modelos de discos 
tanto com suporte de pressão como com suporte de tensão. Em todos os 
modelos obtidos com suporte de pressão radial, os correspondentes tensores 
de energia-momento satisfazem as condições de energia só na região central 
dos discos, enquanto que na região periférica dos mesmos a densidade de e-
nergia é negativa. Por outro lado, os modelos obtidos com suporte de tensão 
radial possuem tensores de energia-momento satisfazendo em alguns casos as 
condições de energia na região central dos discos e em outros casos na região 
periférica dos discos. 
üi 
Abstract 
A method to obtain relativistic models of static and stationary finite disks 
with radial stres support is presented. The models are constructed from 
axially simrnetric solutions of Einstein vacuum equations, that are obtained 
by the Inverse Scattering Method, refiecting them across the plane of the 
disks. The method is based in the solution of a two-dimensional potential 
problem that determines the behaviour of the radial stress. The solution of 
the potential problem also defines a conformai mapping that is used to cast 
the Einstein equations in a forro appropiate to the application of the Inverse 
Scattering Method. 
By solving the two-dimensional potential problem, a general expression 
for the radial stress is obtained. This expression leads to disks models with 
pressure as well as tension support. In ali the models with radial pressure, 
the corresponding energy-momentum tensor is in agreement with the energy 
conditions only in the central region of the diBks, whereas the energy density 
is negative near the rim of the disks. However, the models with radial tension 
have energy-momentum tensors that in some cases agree with the energy 
conditions in the central region o f the disks and in other cases in the region 
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Um problema importante na teoria da Relatividade Geral é a obtenção de 
soluções exatas das equações de Einstein que correspondam a configurações 
de matéria fisicamente realistas. Porém, a obtenção de soluções exatas é um 
problema de alta complexidade, o qual só tem sido resolvido em casos simples 
altamente simétricos. Dentro deste contexto, tem-se desenvolvido nas duas 
últimas décadas diversas técnicas para a obtenção de soluções exatas, as 
quais não só reproduzem importantes resultados já conhecidos, mas também 
geram novas soluções [19]. 
O Método do Espalhamento Inverso, também conhecido como Método So-
litônico ou Método da Vestimenta ("Vesture"), desenvolvido por Belinsky e 
Zaharov [1, 2], é uma das mais eficientes técnicas para a geração de soluções 
estacionárias com simetria axial à.s equações de Einstein no vazio, através 
da qual têm sido obtidas muitas novas soluções [11, 26, 27, 28, 29, 31, 34]. 
O problema apresenta uma maior complexidade quando existe uma fonte 
de matéria pois, neste caso, deve-se resolver simultaneamente o problema 
exterior, no vazio, e o problema interior, com matéria, para o qual não é 
aplicável o Método do Espalhamento Inverso. Existe, porém, um interesante 
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caso limite: para discos infinitesimalmente finos o problema interno se reduz 
à formulação de condições de contorno apropriadas para a solução externa, e 
assim o Método do Espalhamento Inverso pode ser utilizado apropriadamente 
para resolver o problema global. 
Os modelos relativísticos de discos possuem um papel importante na 
astrofísica, pois podem servir para modelar galaxias ou discos de acresção 
[3, 4, 5, 20, 39]. Embora os campos gravitacionais de discos galácticos pos-
sam ser modelados através da teoria Newtoniana do potencial [6, 17], existem 
situações nas quais a gravidade é suficientemente forte, exigindo assim o uso 
da teoria da Relatividade Geral. Uma situação típica na qual a teoria de Eins-
tein pode contribuir apresenta-se quando se consideram discos de acresção 
ao redor dos buracos negros centrais presentes em quasares [22, 23, 24]. Dis-
cos podem ser usados também para modelar estruturas laminares, e assim o 
seu estudo pode contribuir à compreensão das inhomogeneidades de grande 
escala presentes no universo [16, 25, 30, 32]. 
A construção de modelos de discos finos em Relatividade Geral pode ser 
feita partindo de soluções a.xialmente simétricas às equações de Einstein no 
vazio e introduzindo uma descontinuidade finita nas primeiras derivadas do 
tensor métrico através do plano z = O. Tal descontinuidade pode ser obtida, 
por exemplo, refletindo a solução através do plano. A descontinuidade nas 
primeiras derivadas do tensor métrico pode-se representar por uma função de 
Heaviside de modo que, como conseqüência do fato do tensor de curvatura ser 
linear nas segundas derivadas do tensor métrico e quadrático nas primeiras 
derivadas, o tensor de curvatura conterá termos proporcionais a funções delta 
de Dirac com suporte no plano z = O. 
Soluções a.xialmente simétricas às equações de Einstein correspondentes 
a configurações discoidais de matéria têm sido extensamente estudadas ao 
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longo dos anos. Tais soluções podem ser estáticas ou estacionárias e podem 
levar a modelos de discos com ou sem suporte de esforço radial. Soluções 
para discos estáticos sem suporte de esforço na direção radial foram estudadas 
inicialmente por Bonnor e Sa;,kfield [7] e por Morgan e Morgan [36]. Soluções 
com suporte de pressão na direção radial foram estudadas inicialmente por 
Morgan e Morgan [37] e, em relação com o problema do colapso gravitacional, 
por Chamorro, Gregory e Stewart [9]. Soluções para discos estáticos auto-
similares foram analizadas por Lemos [21] e a superposição de discos estáticos 
com buracos negros foi considerada por Lemos e Letelier [22, 23, 24]. BiCák, 
Lynden-Bell e Katz [4] estudaram discos estáticos como fontes para soluções 
conhecidas das equações de Einstein no vazio e BiCák, Lynden-Bell e Pichon 
[5] encontraram um número infinito de novas soluções estáticas. 
Soluções para discos estáticos sem suporte de esforço radial podem ser 
construídas a partir de soluções de Weyl [48, 49], as quais estão caracteri-
zadas por duas funções métricas diferentes. A estabilidade destes modelos 
pode-se explicar já seja supondo que existem esforços na direção tangen-
cial, ou supondo que as partículas no plano do disco movem-se pela ação 
do seu próprio campo gravitacional de tal forma que existe igual número de 
partículas movendo-se no sentido horário como no sentido anti-horário. Esta 
última interpretação é frequentemente adotada, pois pode ser utilizada para 
simular efeitos rotacionais reais. 
Soluções correspondentes a discos estáticos com suporte de esforço radial 
estão caracterizadas por três funções métricas diferentes, apresentando asssim 
um grau maior de complexidade. A função métrica adicional pode-se obter 
facilmente resolvendo um problema de potencial bi-dimensional, de tal forma 
que pode ser considerada como a parte real de uma função analítica [9, 37]. 
Esta função analítica pode ser usada para gerar uma transformação conforme 
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que transforma os discos em superfícies axialmente simétricas em um espaço-
tempo de Weyl, de tal forma que as soluções correspondentes aos discos 
possam ser obtidas a partir das correspondentes soluções de Weyl, expres-
sando estas últimas nas coordenadas originais. 
Soluções para discos estáticos com suporte de esforço radial podem ser 
obtidas também usando um procedimento diferente. Lemos [21] estudou 
discos estáticos auto-similares trabalhando em coordenadas polares esféricas 
e usando a auto-similaridade para reduzir as equações de Einstein a uma 
equação diferencial ordinária. Recentemente, Pichon e Lynden-Bell [39] ob-
tiveram soluções para discos estáticos com pressão radial considerando es-
paço-tempos de Weyl e tomando um corte através da solução evitando to-
das as singularidades ou fontes e identificando este com um corte simétrico 
através de uma reflexão da solução. O problema com esta classe de soluções é 
que conduzem a modelos de discos de extensão infinita, enquanto que através 
do método da transformação conforme é possível, impondo condições de con-
torno apropriadas, construir modelos de discos com raio finito. 
A construção de modelos relativísticos de discos estacionários é mais com-
plexa, pois neste caso o tensor métrico não é diagonal e assim o sistema de 
equações diferenciais é mais difícil de se resolver; porém, neste caso podem 
ser utilizadas soluções conhecidas das equações de Einstein no vazio para 
construir modelos de discos estacionários. Aplicando este procedimento, re-
centemente tem-se construído modelos relativísticos de discos estacionários 
infinitos, com ou sem suporte de esforço na direção radial [3, 20, 39]. 
Com base no discutido acima, o objetivo do presente trabalho é a constru-
ção de modelos relativísticos de discos de raio finito com suporte de esforço na 
direção radial, tanto estáticos como estacionários. O plano geral do trabalho 
é o seguinte: 
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No capítulo 2 é apresentado um breve resumo do tratamento de mo-
delos de discos finos em Relatividade Geral. O formalismo de Lichnerowicz 
necessário para o tratamento de campos tensoriais como distribuições é breve-
mente resumido na seção 2.2, seguindo a apresentação de Taub [41 ]. Na seção 
2.3 tal formalismo é utilizado para a formulação das equações de Einstein no 
caso em que existe uma camada fina de matéria no espaço-tempo M, de 
tal forma que as primeiras derivadas do tensor métrico possuem uma descon-
tinuidade finita através de uma hipersuperfície E. Restringindo o formalismo 
anterior ao caso de um disco fino axialmente simétrico, na seção 2.4 é obtida 
a expressão geral para o tensor de energia,.momento superficial do disco. Fi-
nalmente, na seção 2.5, o conteúdo físico do tensor de energia-momento do 
disco é analisado levando-o à forma canônica a fim de encontrar a densidade 
de energia e os esforços principais sobre o disco. 
No capítulo 3 é estudado o Método do Espalhamento Inverso para a 
construção de soluções das equações de Einstein no vazio. Na seção 3.2 é 
apresentado um breve resumo dos aspectos principais do método, seguindo o 
tratamento dado nll.'l referências [1, 2]. O Método do Espalhamento Inverso 
baseia.se na solução explícita de um sistema sobredeterminado de equações 
diferenciais parciais acopladas com coeficientes que dependem de uma solução 
particular dada das equações de Einstein no vazio. A construção de soluções 
solitônicas para o caso no qual a solução particular é uma métrica diagonal 
é apresentada brevemente na seção 3.3 seguindo as referências [2, 27]. Final-
mente, na seção 3.4, expressões explícitas para soluções com dois sólitons são 
apresentadll.'l com bll.'le em [27, 31]. Algumas soluções estática.'l do tipo Weyl 
são apresentadas em 3.4.1, e a solução de Kerr-NUT é apresentada em 3.4.2. 
No capítulo 4 resolve-se um problema de potencial bi-dimensional para 
obter a solução geral para o esforço na direção radial. Embora baseado em 
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uma idéia já apresentada anteriormente nas referências [9, 37], considera-se 
que o tratamento sistemático apresentado neste trabalho é original, assim co-
mo a solução particular apresentada na seção 4.4. A construção de modelos 
relativísticos de discos com suporte de esforço na direção radial depende fun-
damentalmente de uma solução 'R.( r, z) à equação de Laplace bi-dimensional, 
já que esta função determina tanto o comportamento do esforço radial como 
também a transformação conforme das coordenadas que leva as equações de 
Einstein à forma apropriada para a utilização do Método do Espalhamento 
Inverso. 
Com base nos critérios anteriormente mencionados, na seção 4.2 o proble-
ma de condições de contorno para a função 'R(r, z) é apropriadamente formu-
lado, impondo à função 'R as condições mínimas necessárias para garantir que 
o esforço na direção radial seja finito e diferente de zero na superfície do disco, 
e o comportamento da solução geral é brevemente analisado. A correspon-
dente transformação conforme das coordenadas é construída na seção 4.3, 
onde também é analisado o comportamento da transformação na fronteira 
do disco. A análise feita mostra que, embora a transformação seja singu-
lar neste ponto, podem ser construídas soluções à.'3 equações de Einstein nas 
quais os escalares de curvatura apresentem um comportamento regular. Na 
seção 4.4 é apresentada uma solução particular simples, obtida considerando 
alguns valores específicos para as constantes na solução geral, através da qual 
os discos são transformados em superfícies esferoidais. A solução é simples 
o bastante para facilitar a análise tanto do esforço radial como da transfor-
mação conforme, mas com um comportamento suficientemente interesante 
para ser usada, no capítulo 5, na construção de diversos modelos de discos, 
tanto estáticos como estacionários. 
Utilizando a solução para o esforço na direção radial obtida no capítulo 
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4, muitos modelos diferentes de discos podem ser obtidos. No capítulo 5 são 
apresentados alguns modelos com pressão radial e outros com tensão radial, 
os quais acreditamos ser novos na literatura. Tais modelos são construídos u-
sando o procedimento descrito no capítulo 2 a partir de soluções das equações 
de Einstein no vazio que podem ser obtidas através do Método do Espalha-
mento Inverso, apresentado no capítulo 3. Na seção 5.2 são apresentados 
alguns modelos de discos estáticos. Discos estáticos com pressão na direção 
radial, construídos a partir de soluções do tipo Weyl apropriadamente esco-
lhidas, são apresentados em 5.2.1 - 5.2.3, enquanto que alguns modelos de 
discos com tensão na direção radial são apresentados em 5.2.4. Na seção 
5.3 são apresentados modelos de discos estacionários com pressão na direção 
radial associados à solução de NUT. O comportamento das soluções é anali-
sado determinando as regiões em que a densidade de energia t e a densidade 
Newtoniana de energia {! são positivas. 
Finalmente, a discussão dos resultados obtidos na construção de modelos 
de discos é feita no capítulo 6, onde se faz também uma crítica geral do 
método desenvolvido no trabalho. Discutem-se também neste capítulo as 
possíveis aplicações futuras do método para a obtenção de outras soluções de 
interesse com suporte de esforço na direção radial. 
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Capítulo 2 
Modelos de Discos Finos em 
Relatividade Geral 
2.1 Introdução 
A construção de modelos de discos finos em Relatividade Geral pode ser 
feita partindo de soluções axialmente simétricas das equações de Einstein no 
vazio e introduzindo uma descontinuidade finita nas primeiras derivadas do 
tensor métrico através do plano z = O. Tal descontinuidade pode ser obtida, 
por exemplo, refletindo a solução através do plano. A descontinuidade nas 
primeiras derivadas do tensor métrico pode-se representar por uma função 
de Heaviside de modo que, como conseqüência do fato de que o tensor de 
curvatura é linear nas segundas derivadas do tensor métrico e quadrático nas 
primeiras derivadas, o tensor de curvatura conterá termos proporcionais a 
funções delta de Dirac com suporte no plano z = O. 
O formalismo de Lichnerowicz necéssario para o tratamento de campos 
tensoriais como distribuições é brevemente resumido na seção 2.2, seguindo 
a apresentação de Taub [41]. Na seção 2.3 tal formalismo é utilizado para a 
formulação das equações de Einstein no caso em que existe uma camada fina 
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de matéria no espaço-tempo M, de tal forma que as primeiras derivadas do 
tensor métrico possuem uma descontinuidade finita através de uma hiper-
superfície E. Restringindo o formalismo anterior ao caso de um disco fino 
axialmente simétrico, na seção 2.4 é obtida a expressão geral para o tensor de 
energia-momento superficial do disco. Finalmente, na seção 2.5 o conteúdo 
físico do tensor de energia-momento do disco é analisado levando-o à forma 
canônica a fim de encontrar a densidade de energia e os esforços principais 
sobre o disco. 
2.2 Campos Tensoriais Como Distribuições 
Se T, U são dois campos tensoriais definidos sobre o espaço-tempo M, de-
notaremos como (T,U) seu produto escalar no ponto x EM. Seja 1J{M) o 
espaço de campos tensoriais com suporte compacto e uma classe de diferen-
ciabilídade determinada. Uma distribuição tensorial T é um funcional linear 
sobre V(M) definido como [41] 
< T,U > = /)T,U) H d4x, 
onde U E 1J(M) e T é um campo tensoriallocalmente somáveL 
Seja E uma hipersuperfície em M descrita pela equação 
,P(x") =O, 




onde (),a= 8j8xa. A hipersuperfície E divide o espaço-tempo M em duas 
partes M+ = {x" : q, >O} eM- = {x": q, < 0}, de tal forma que pode-se 
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introduzir a função () de Heaviside, definida como 
{ 
1, 4> >o 
0(4>)= ~' 4>=0 
o, <P < o 
(2.4) 
e tal que 
O,. = n.õ(,P), (2.5) 
onde d(f/J) é a função delta de Dirac com suporte sobre a hipersuperfície E. 
Assim, para toda função F com suporte compacto 
L Fõ(4>)FY d4x =h FdV, (2.6) 
onde dV é o elemento de volume invariante induzido sobre a hipersuperfície 
E. 
Da definição de B segue que, para todo campo tensorial U(x) definido 
sobre M [45, 46], 
< 0(1- 0), U(x) > 
< 02, U(x) > 
< (1- 0} 2 , U(x) > 
Iu U(x)0(1 - O)Fg d4x 
IM+ U(x)(1- O)Fg d4x 
o, 
Iu U(x)02Fg d4x 
I U(x)O =ií d'x M+ V 9 
IM+ U(x)A d'x, 
IM U(x)(1- O)' A d4x 
IM_ U(x)(1- O)Fg d4x 
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< 96(</>),U(x) > IM U(x)96(<f>)A d4x 
U(x)91, 
WCxll"' 
< (1- 9)6(</>),U(x) > IM U(x)(1- 9)6(</>)A d4x 
U(x)(1- 9)1, 
WCxll"' 
o que prova as identidades 
9(1- 9) O, 
9' 9, 
(2.7) 
(1- 9)2 (1 - 9), 
(1- O) 6(</>) o 6(</>) ~ ~6(</>), 
no sentido de distribuições. 
Se T é um campo tensorial definido em M tal que T e suas derivadas pos-
suem descontinuidades finitas através de E, podem ser definidas distribuições 
em termos de T na forma: 
r+o + r-(1- O), (2.8) 
(T,. )0 = T,;!" 9 + T,~ (1- 8), (2.9) 
onde os índices± sobre o campo tensorial o restringem às regiões M±, respec-
tivamente. Assim, T =r+ em M+, T =r- em M-e T =TE= ~(T+ +T-) 
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em E. Usando as identidades (2. 7) pode-se provar facilmente que 
(2.10) 
(2.11) 
[TU] = U, [T] + [U]T,, (2.12) 
onde [T] é o salto de T através de E, definido como 
(2.13) 
o qual mede a descontinuidade de T através de E. 
2.3 Equações de Einstein para Camadas de 
Matéria 
Vamos formular as equações de Einstein para o caso em que existe uma 
camada fina de matéria no espaço-tempo M, de tal forma que as primeiras 
derivadas do tensor métrico possuem uma descontinuidade finita através de 
uma hipersuperfície E. O tensor métrico 9ab é suposto contínuo através de 
E, ou seja 
(2.14) 
de modo que, na vizinhança de E, pode-se escrever 
± o '± 1 2 "± 9ab = 9ab + tP9ab + 2,tP 9ab + ... , (2.15) 
onde a linha denota a derivada parcial a respeito de t/J. 
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Usando a continuidade de 9aln pode-se escrever 
9ab,c. 
onde 
rbc. = ~gae(9eb,c + 9ce,b- 9bc,e), 






Usando os resultados anteriores na definição do tensor de curvatura de 
Riemann, 
(2.21) 
e supondo que o tensor métrico 9ab é, no mínimo, C 3 nas regiões M± 1 obtém-
se para o tensor de Riemann a expressão [32) 
(2.22) 
onde 
H:"' = [r~] n" - [r:,] nd, (2.23) 
e os (R!:ro)± são os tensores de Riemann usuais definidos em M±. 
As descontinuidades nas primeiras derivadas do tensor métrico podem ser 




de tal forma que 
rr:cl ~ ~ (bg' nc + b~ nb- gaebbc ne), 
Hbcd = ~ (bdnbnc- b~nbnd + bbcnand- bbdnanc), 
onde todas as quantidades são avaliadas na hipersuperfície 'E. 
{2.25) 
(2.26) 
Supondo que o tensor de energia-momento Too pode ser expresso na forma 
{2.27) 
onde Qoo é o tensor de energia-momento associado com a hipersuperfície E e 
os ~ são os tensores de energia-momento usuais definidos em M±, pode-se 
provar facilmente que as equações de Einstein, em unidades geométricas tais 
que c = 87rG = 1, são equivalentes ao sistema de equações 
R;, - r± 
- ''" 
{2.28) 
Q .. , (2.29) 
onde Hab = H~ e H = g: Hab· 
Quando a camada fina de matéria é a única fonte do campo gravitacional, 
de tal forma que o resto do espaço-tempo é vazio, T~ =O e as equações (2.28) 
reduzem-se às equações de Einstein no vazio em M±, 
{2.30) 
Assim, havendo resolvido o sistema anterior, a equação (2.29) pode ser usada 
para obter a expressão do tensor de energiwmomento para a camada de 
matéria, 
{2.31) 
onde todas as quantidades são avaliadas na hipersuperfície E. 
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2.4 Discos Finos Axialmente Simétricos 
Vamos restringir o formalismo anterior ao caso de um disco fino axialmente 
simétrico introduzindo no espaço-tempo M as coordenadas quase-cilíndricas 
xa = (t, rp, r, z) e considerando a hipersuperfície E definida pela função 
q)(xa) = z, com vetor normal na = c/>,a = t5~. A métrica para um espaço-
tempo estacionário com simetria axial pode ser escrita como [19, 44] 
(2.32) 
onde as funções 'R, W, .P e A dependem só das coordenadas r e z. A natureza 
quase-cilíndrica das coordenadas [37] significa que r = O sobre o eixo de 
simetria e, para z fixo, r cresce monotonamente ao infinito, enquanto que z, 
para r fixo, cresce monotonamente no intervalo ( -oo, oo ). A coordenada rp 
varia no intervalo usual [0,27r). 
Dada uma solução da forma (2.32) para as equações de Einstein no vazio, 
Rab = O, o tensor métrico g;:;,, definido para z ~ O, é obtido da relação 
ds2 1 ~ g+ dx" dx' M+ alJ ' (2.33) 
e o tensor métrico g:ib, definido para z :S: O, é obtido através da relação 
g~0(r,z) = g:,(r, -z), (2.34) 
de tal forma que [gab] = O. Isto significa construir modelos com simetria de 
reflexão com respeito ao plano z = O. 
A relação anterior implica que, quando z =f:. O, 
g~,,.(r,z) = - gdi,,z;(r,-z), (2.35) 
e assim, tomando apropriadamente o limite quando z --t O, as descon-
tinuidades nas primeiras derivadas do tensor métrico podem ser escritas como 
(2.36) 
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Para a métrica (2.32), as componentes não-nulas do tensor bab são: 
(2.37) 
b._ - 2e0 (W<I>,. + W,. ), (2.38) 
b~e 2e-• fR.(2R.,.- R.<l>,.)- e20 W(W<I>,. + 2W,. )}, (2.39) 
(2.41) 
onde todas as quantidades são avaliadas na hipersuperfície z = o+. 
Usando os resultados anteriores na expressão (2.31), obtém-se para o 
tensor de energiarmomento do disco as componentes não-nulas 
Qt -t -
0-A 
e'R2 {'R.2A,z- 2'R.2q,,z + 2nn,z- e2~WW,z }, 
e•-A{ 'A 20 } 







onde, novamente, todas as quantidades são avaliadas na hipersuperfície z = 
o+ 
O tensor de energia-momento superficial T ab do disco pode ser obtido 
através da relação 
Tt = j Ttds, (2.47) 
onde ds ...;g;; dz é o elemento de comprimento na direção normal ao disco 
e T0 = Qg o(z). Usando a métrica (2.32), temos que 
~" _ e<A-<J!)f2Q" 
'IJ - IJ• (2.48) 
onde, como nas expresões anteriores, todas as quantidades são avaliadas na 
hipersuperfície z = o+. 
2.5 O Tensor de Energia-Momento 
Para encontrar a densidade de energia e os esforços principais sobre o disco é 
preciso escrever o tensor de energia-momento Qb na forma canônica [14, 18], 
em termos de seus autovalores e seus autovetores. O problema de autovalores 
para o tensor de energiarmomento (2.42) - (2.46), 
(2.49) 
leva à equação secular 
(>,2 - À Tr(Q~) + det(Q~))(À- Q;)À =O, (2.50) 
onde os índices A e B tomam os valores t e r.p. 
A equação anterior tem quatro raízes, 
À± ~(Tr(Q~) ± v'D), 
(2.51) 
À, Q~. Àz = O, 
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onde 
D [Tr(Q~)]' - 4det(Q~) 
(2.52) 
(Q~ - Q',)' + 4Q' Qe 
, e t · 
Os correspondentes autovetores são 
X" eCO-A)/2 (0 0 I 0) 
' ' ' ' 
(2.53) 
Y" eC•-A)/'(0,0,0,1), 
onde os N± sãn fatores de normalizaçãn. 
Dependendo do valor do discriminate D podem-se distinguir três casos: 
D > O, D < O e D = O. No primeiro caso, D > O, os dois autovalores À± 
são reais e diferentes e os dois autovetores Ç± são ortogonais, de tal forma que 
um deles é temporal e o outro espacial. Para determinar o sinal da norma 
e:::e± pode-se usar a relação 
(2.54) 
e analisar o comportamento da forma quadrática Q(Ç) = QA8ÇAÇB e o sinal 
dos autovalores À±. Sejam ua o autovetor temporal, UaUa = ~1, e Va o 
autovetor espacial, Va va = 1. O tensor Qab pode ser escrito como 
(2.55) 
de modo que pode ser interpretado como o tensor de energia-momento de 
uma distribuição de matéria com densidade superficial de energia dada por 
(2.56) 
e tensor de esforços 
s,, (2.57) 
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onde o autovalor P<P representa o esforço na direção tangencial e o autovalor 
Pr = Àr representa o esforço na direção radial [33, 35]. O requerimento de que 
a densidade de energia não seja negativa impõe a condição E 2: O, enquanto 
que o requerimento de que a densidade Newtoniana de energia, definida como 
[42] 
(2.58) 
não seja negativa impõe a condição e+ Prp + Pr 2: O. 
Para o segundo caso, D < O, os autovalores À± e os autovetores Ç± são 
complexos conjugados, À_= >..+, Ç~ =E+- Em uma base de vetores ortonor-
mais reais, {Ua, va,xa, ya}, onde -UaUa = y~ya = 1, os autovetores- ç,::, 
podem-se expressar como ç,::, = va ± iUa e o tensor Qab pode-se escrever na 
forma 
(2.59) 
de modo que pode ser interpretado como o tensor de energia-momento de uma 
distribuição de matéria com propagação de calor na direção tangencial [35]. 
A densidade_de energia superficial está dada por f= -ReÀ = -~Tr(Q~), e 
o vetor fluxo de calor por 
(2.60) 
onde K = Im>. = tv=D- O tensor de esforços é 
(2.61) 
O requerimento de que a densidade de energia não seja negativa impõe a 
condição E 2: O, enquanto que o requerimento de que a densidade Newtoniana 
de energia não seja negativa impõe a condição Pr 2: O. Impondo a condição 
adicional E ~ IKI garante-se que a propagação do calor é causal. 
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No terceiro caso, D =O, os dois autovalores À± são iguais e o correspon-
dente autovetor é um vetor nulo, ÇaÇ" = O. Expresando o autovetor na forma 
V'i.Ç" = ua + va, onde -UaUa = Va va = 1, o tensor Qab pode-se escrever 
como 
Q,, = 2w(,(, + EU,U, + S,,, (2.62) 
de tal forma que pode ser interpretado como o tensor de energia-momento da 
superposição de um campo de radiação nulo [33], com densidade de energia 
w = -Q abua Vb, e uma distribuição de matéria com densidade de energia 
superficial!= -!Tr(Q~) e tensor de esforços 
(2.63) 
A densidade de energia da radiação deve ser positiva, w 2:: O, assim como 
a densidade de energia superficial da distribuição de matéria, e 2:: O. O 
requerimento de que a densidade Newtoniana de energia não seja negativa 
impõe a condição adicional Pr 2:: O. 
20 
Capítulo 3 
Construção de Soluções das 
Equações de Einstein 
3.1 Introdução 
O Método do Espalhamento Inverso, também chamado de Método Solitôni-
co ou Método da Vestimenta {"Vesture"), desenvolvido por Belinsky e Za-
harov [1, 2], é uma das mais eficientes técnicas para a geração de soluções 
às equações de Einstein no vazio para o caso em que o tensor métrico s6 
depende de duas variáveis. Quando é aplicado ao caso de soluções esta-
cionárias com simetria axial, o Método do Espalhamento Inverso tem provar-
do ser de grande utilidade para a obtenção de muitas novas soluções, assim 
como também para gerar quase todas as soluções importantes conhecidas 
[11, 26, 27, 28, 29, 31, 34]. 
O Método do Espalhamento Inverso baseiar-se na solução explícita de um 
sistema sobredeterminado de equações diferenciais parciais acopladas com 
coeficientes que dependem de uma solução particular dada das equações de 
Einstein no vazio. Na seção 3.2 é apresentado um breve resumo dos aspectos 
principais do método, seguindo o tratamento dado nas referências [1, 2]. A 
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construção de soluções solitônicas para o caso no qual a solução particular 
é uma métrica diagonal é apresentada brevemente na seção 3.3 seguindo 
as referências [2, 27]. Finalmente, na seção 3.4, expressões explícitas para 
soluções com dois sólitons são apresentadas com base em [27, 31]. Algumas 
soluções estáticas do tipo Weyl são apresentadas em 3.4.1, e a solução de 
Kerr-NUT é apresentada em 3.4.2. 
3.2 O Método do Espalhamento Inverso 
A métrica (2.32) para um espaço-tempo axialmente simétrico pode-se escre-
ver como 
ds' = eCA-O)(dr2 + dz') + GABdxAdx8 , 
onde xA = ( t, rp) e a matriz G AB é dada por 
G=- ( ~:~ 
de tal forma que detG = -R2 . 
(3.1) 
(3.2) 
As equações de Einstein no vazio, (2.30), levam ao seguinte sistema de 
equações diferenciais parciais 
(RGAB,,G80),, + (RGAB,,G80),, = 0, 
2 (In 'R),rz - ~ G AB,rQAB,z, 
(3.3) 
(ln R),, >li,, (ln R),. >li,, (ln R) ... , c cAB 4 AB,r ,r 
(1 ~) 'G GAB n '" ,zz + 4 AB,z ,z, 
onde >li= A-<!>. 
Tomando o traço da primeira equação no sistema anterior, obtemos a 
equação de Laplace em duas dimensões, 
'R,rr + 'R,zz o, (3.4) 
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de modo que a função 'R(r, z) pode ser considerada como a parte real de uma 
função analítica F(v) =R( r, z) + iZ(r, z), onde v= r+ iz. A função F(v) 
define então uma transformação conforme das coordenadas, 
r -t R(r,z), 
(3.5) 
z -t Z(r,z), 
de tal forma que a métrica (2.32) pode-se escrever como 
onde Ã(R, Z) = A(r, z) -In IF'(v)l'· As coordenadas (t, 1p, R, Z) são cha,. 
madas de coordenadas de Weyl 148, 49]. 
Com a métrica escrita da forma anterior, as equações de Einstein (3.3) 
escrevem-se como 
(3.7) 
- l + _L Tr{U2 - V2} R. 4R ' (3.8) 
W.z ,k Tr{UV}. 
onde ~ = Ã - lf:J e as matrizes U e V estão definidas através das relações 
(3.9) 
É fácil verificar que a condição de integrabilidade do sistema sobredetermina-
do de equações (3.8) está garantida automaticamente se a matriz G satisfaz 
o sistema de equações (3.7); assim, conhecendo uma solução para o sistema 
(3. 7), a função Ã(R, Z) pode-se obter através da integração das equações 
(3.8). 
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Das relações (3.9) e do sistema de equações (3.7) pode-se ver facilmente 
que as matrizes U e V satisfazem o sistema de equações 
U,'Tl + V:z O, 
(3.10) 
y;, - U,z fi {[U, V] + V}, 
onde [U, V] = UV- VU. Vamos agora representar este sistema de equações 
na forma de condições de compatibilidade para um sistema sobredeterminado 
mais geral de equações matriciais [1, 2]. 
Sejam DR e Dz operadores diferenciais lineares definidos como [2] 
D,=fh<+ 
(3.11) 
Dz = Ôz - 2A
2 
R2 + À2a)., 
onde À é um parâmetro complexo independente das coordenadas 'R, Z. É 
fácil ver que o sistema (3.11) é completo; isto é, [DR., Dz] = O. Vamos 
considerar a função matricial complexa 1/J(À, n, Z) e o sistema de equações 
diferenciais 
RU+AV 
R 2 +A2 '1/J, 
D _ RV-AU 
z'I/J - R 2 +A' '1/J, 
(3.12) 
onde as matrizes U, V são reais e não dependem do parâmetro À. As con-
dições de compatibilidade deste sistema são equivalentes ao sistema (3.10). 
Uma solução do sistema (3.12) proporciona uma solução G das equações 
de Einstein dada pelo valor da matriz '1/J para À= O, 
G(R, Z) = '1/J(O, R, Z). (3.13) 
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Seja G0 uma solução particular do sistema (3.7), com a qual podem ser 
obtidas as correspondentes matrizes U0 , V0 e '1/Jo. Vamos procurar soluções 
"" sistema (3.12) da forma 
?j;(À, R, Z) = X(À, R, Z),Po(À, R, Z). (3.14) 
A condição de que a matriz G seja real é equivalente às condições [1] 
X(.À) = X (À) , if;(X) = 1/J(À), (3.15) 
onde a barra denota o complexo conjugado, enquanto que a condição de que 
a matriz G seja simétrica leva à condição [1] 
(3.16) 
onde o T denota a transposta e v = - R 2 /À. 
Considerando que a matriz '1/Jo satisfaz o sistema (3.12), obtém-se para a 
matriz X o sistema de equações 
DnX = ( RU +AV) X R 2 + A2 
D X = (RV- ÀU) X 
z R,2 + À2 
com as condições adicionais 
_ X (RVo - ÀUo) 
n2 +A2 ' 
X(O,R,Z) = GG01 , X(oo,R,Z) I, 
onde I é a matriz identidade. 
3.3 Construção de Soluções Solitônicas 
(3.17) 
(3.18) 
As soluções solitônica.s para a matriz G correspondem à presença de pólos 
da matriz X( À, R, Z) no plano complexo do parâmetro espectral À [1, 2]. 
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Vamos considerar o caso geral, no qual a matriz X tem n pólos simples. A 
matriz X ( ..\., 'R, Z) pode-se então representar na forma 
n X, 
X=I+L), , 
k=l - Ji.k 
(3.19) 
onde as matrizes Xk e as funções J-Lk só dependem das variáveis 'R e Z. 
As funções 1-Lk são determinadas através da substituição da expressão 
(3.19) no sitema (3.17). Requerendo que no lado esquerdo das equações 
(3.17) não existam pólos de segunda ordem nos pontos À = J.Lk obtém-se para 
as funções Jl.k as equações [2] 
2RJJ., 
J-Lk,"R. = 1(_2 + P,~ , J.Lk,Z (3.20) 
cujas soluções podem ser escritas na forma 
(3.21) 
onde os ak são constantes arbitrárias, geralmente complexas. 
A relação X(JJ.,)X-1 (J1.,) = I implica que X,X-1 (J1.,) = O; isto é, as 
matrizes Xk são degeneradas e assim as suas componentes podem-se escrever 
como 
(3.22) 
Os vetores m~) podem ser obtidos requerendo que as equações (3.17) sejam 
satisfeitas nos pólos..\= J.Lk, e os vetores n~) podem ser determinados através 
da relação (3.18). 
Os vetores m~l podem ser expressos facilmente em termos de uma solução 
particular 1/Jo das equações (3.12) introduzindo as matrizes 
(3.23) 
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de forma que 
(3.24) 
onde os mb~ são vetores constantes arbitrários. Os vetores n~) podem ser 
escritos como 
n (r)-'N<'l n~) = L kl A, 
1=1 Jlk 
onde os vetores N!;) e a matriz rkl estão dados por 
N<•l 
A -







A matriz Go é uma solução particular dada das equações (3.7). Claramente, 
r kl é uma matriz simétrica. 
A solução G pode-se então escrever como [2, 27] 
n (r)-'N(k) N(l) 
GAB = (Go)AB - L ., A 8 . 
k,l=l JlkJLI 
(3.27) 
Para garantir que a matriz G seja real, é preciso escolher as constantes arbi-
trárias m~~ de tal forma que os vetores m~) correspondentes aos pólos reais 
À = JLk sejam reais e que os vetores m~) e m~J correspondentes aos pólos 
complexos conjugados À = Jlp e À = JJq = jlp sejam complexos conjugados 
um do outro. 
O determinante da matriz G assim obtida está dado por 
n 
detG = ( -l)"R'" IJ p.;;' detGo, (3.28) 
k=l 
de tal forma que G não satisfaz a condição det G = ~ 'R2 . Para resolver este 
problema definimos a matriz 
(3.29) 
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a qual satisfaz as equações (3.7) e, se detG0 = -'R2 e n é um número par, 
detÇ ~-'R}. 
A integração das eqnações (3.8) pode-se realizar explicitamente [1, 2, 27] 
e o resultado pode-se escrever na forma 
~.~~o+ ln [n-•'1' det r ir 1'~+1 ir (J••- /'l)-'] +InC., 
k=l k>l 
(3.30) 
onde as Cn são constantes arbitrárias. 
Vamos procurar soluções '1/Jo das equações (3.12) associadas com métricas 
diagonais da forma 
(3.31) 
onde as funções <P0 e Ã0 dependem só das coordenas 'R e Z. As equações de 
Einstein (3.3) neste caso são equivalentes ao sistema 
«Po,nn + ]i lf:lo,n. + lf:lo,zz = O, 
(3.32) 
Ão ~ ~ J7<.[(<t>5,n- <t>5,z)d1<. + 2<l>o,n<l>o,zdZ]. 
Estas soluções das equações de Einstein no vazio são conhecidas como solu-
ções de Weyl ou métricas de Weyl [48, 49]. 
Dado que a matriz G0 para a métrica (3.31) é diagonal, pode-se considerar 
que a função associada '1/Jo é também uma matriz diagonal. Supondo esta 
condição, as equações (3.12) levam ao sistema 
(RJJ.,. - >.8z + 2>.8,) det 1/Jo 2 det 1/Jo, 
(3.33) 
(1<.8z + >.8n) det 1/Jo O, 
com a condição det'I/J0 (0,'R,Z) = -'R2 . Uma solução é 
det,P0 ~ >.2 + 2>.Z - 7<.2 . (3.34) 
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Uma solução mais geral é obtida somando à anterior o termo cÀ, onde c é 
uma constante arbitrária. Porém, tal termo só introduz uma rede:finição das 
constantes arbitrárias no resultado final. 
A matriz '1/Jo pode ser escrita como [27] 
( eF O ) '1/Jo = - O det ,P,e-F ' 
de tal forma que as equações (3.12) são equivalentes às equações 
(na,. - >.az + 2>.8,)F 
('R8z +>.a.,.) F nq,o,z, 
(3.35) 
(3.36) 
com a condição F(O, 'R, Z) = <1>0 ("R., Z). A condição de integrabilidade para 
F é a primeira das equações (3.32). 
Nas expressões finais (3.27) para a matriz G e (3.30) para a função ~só 
é preciso conhecer a matriz '1/;0 ao longo das trajetórias dos pólos À = J.Lk; 
assim, para construir as soluções solitônicas necessita-se conhecer apenas as 
funções F, = FI>~",. Considerando as equações (3.20) e (3.36), obtém-se 




cuja solução é 
F,= j 2~, [(l'k,"-<l>o,R -l',,z<l>o,z)d'R + (/lk,R<I>o.z + l'k,z<l>o,R)dZ]. (3.38) 
A existência da solução (3.38) está garantida pelo fato de que lnJ..Lk é solução 
da primeira da.'l equações (3.32). 
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3.4 Soluções com Dois Sólitons 
Soluções com dois sólitons são definidas como aquelas soluções obtidas usando 
uma matriz X com dois p6los, os quais são reais ou complexos conjugados 
um do outro. As expressões para a matriz Ç podem ser escritas na forma 
[27, 31] 
g _ ['R(JL, -JL,)Q,]'- [(R'+ l'ti'2)Q,]' ( ~') 
u ['R(JL,- l't)SI]2 + [('R2 + l'tJL2)S,]' e ' 
4JLti'2'R(a, - a,)(p,q2R,T,- p1q1R,T,) 
['R(JL2 -JL1)S,]2 + [('R2 + l'ti'2)S,]2 ' 
['R(JL, -JLt)P,]'- [('R2 + l't1'2)P,]2 (-'R'e-•') 
['R(JL, -JL,)S,]' +[('R'+ l'ti',)S,]' ' 
e a função W pode-se escrever como 
(3.39) 
.jf = -i!o + ln { ['R(JL, -JL,)S,]2 + [('R2 + l'li'2)S,]2}. (3.40) 
J.ltf.l2RtRz 
As funções Pkl Qk, Sk e Tk estão dadas por 








onde Y, ~(R/ p,,) 1i 2 exp(F,- <1> 0/2), p, ~ -(m~~/2a,) e q, ~ m~\1. Muitas 
métricas conhecidas podem ser obtidas como casos especiais da expressão 
anterior para soluções particulares if>o apropriadas [27, 28, 29]. 
3.4.1 Soluções Estáticas de Weyl 
Soluções estáticas do tipo Weyl podem ser obtidas escolhendo as constantes 
q1 =O e p2 = O, de tal forma que Yt<P = O. Considerando a solução particular 
<P0 = Ã0 = O, a solução pode-se escrever na forma (3.6) com 
<I) ~ ln Jll , 
'"' (3.41) 
As outras possíveis escolhas das constantes Pk e Qk tais que (lt,,o = O são 
equivalentes como conseqüência da relação t4 P.k = -R?, onde os índices 
± correspondem à escolha do sinal na expressão (3.21). 
Dada a solução anterior, pode-se provar facilmente que a transformação 
W --+ ')'<P, Ã --+ "(2 Ã define uma nova solução do tipo Weyl, onde 'Y é uma 
constante arbitrária. Escolhendo o sinal positivo na expressão (3.21) e re-
escrevendo as constantes o:k na forma 
(3.42) 
onde Zo é uma constante real e a pode ser real ou imaginária, pode-se definir 
as variáveis 
< ~ R,+ R2 
"' 2a ' 
R, -R2 
~ ~ 2<Y 
e considerar as três possibilidades: a real, a imaginária ou a = O. 
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(3.43) 
L Solução de Zipoy-Voorhes 
Quando a constante a é real, as variáveis Ç e fJ correspondem às coordenadas 
esjeroidaiB prolatas, as quais estão relacionadas com as coordenadas de Weyl 
através da relação 
n' ~ a 2 (Ç' -1)(1- q2), Z -Zo ~aÇq, (3.44) 
1 ::; Ç ::; oo, ~ 1 ::; '11 ::; 1. A solução pode-se escrever na forma 
(3.45) 
Ã ~ 12 ln[f,'~;,], 
onde "! é uma constante real. Esta solução é conhecida na literatura como a 
soluçiW de Zipoy-Voorhes [43, 50] ou a solução 1 de Weyl [48, 49] e representa 
o campo gravitacional de um buraco-negro deformado. Quando "f = 1 esta 
solução é equivalente à solução de Schwarzschild. 
2. Solução de Bouuor-Sackfield 
Quando a constante a é imaginária, a = Ítí., as variáveis ( = iÇ e 17 correspon-
dem às coordenadas esferioidais oblatas, as quais estão relacionadas com as 
coordenadas de Weyl através da relação 
n' ~ "'(ç' + 1)(1- q2 ), Z- ~ ~ K(q, (3.46) 
onde O ::; ( ::; oo e -1 ::; 7J ::; 1. A solução pode-se escrever na forma 
<I> ~ -i! In [(- i] (+i ' 
(3.47) 
Ã 2 [('+1] 
-1 In ('+q' , 
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onde 1 é uma constante real. Esta solução foi obtida inicialmente por Zipoy 
[50] e Voorhes [43] e foi interpretada por Bonnor e Sackfield como a solução 
correspondente a um disco estático sem pressão [7]. 
3. Solução de Chazy-Curzon 
Para o caso em que cr =O, pode-se fazer 1-+ 1/a e tomar o limite a-+ O, 
de tal forma que 
i]) = 8lnfl 
-21---a;;-· 
A solução obtida pode-se escrever como 
..jR2 + (Z- Zo)'' 
Ã [R2 + (Z- Z0 ) 2]'' 
(3.48) 
(3.49) 
onde 1 é uma constante real. Esta solução é conhecida como a solução de 
Chazy-Curzon [10, 12]. 
3.4.2 A Solução de Kerr-NUT 
A solução com dois sólitons construída com ba.se na solução particular 4>o = 
Ão = O, para o caso em que as constantes Pk e qk são todas diferentes de 
zero, é equivalente à solução de Kerr-NUT [13, 38], como se pode provar 
diretamente através de uma transformação das coordenadas [1, 2]. 
Em termos das coordenadas esferoidais prolatas Ç e TJ, a solução pode-se 
escrever na forma [40] 
i]) = [ r e+ q'~'- 1 ] In (pÇ+u)'+(q~+v)' , 
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A [r e+ q'ry'- 1] ln P'(f' _ ry') , 
(3.50) 
W 2a [q(1 - ry
2
)( upÇ + vqry + 1) l 
- - +vry 




com a condição p2 + q2 = u2 + v2 = 1. 
A solução pode-se escrever nas coordenadas (R, O), chamadas de coorde-
nas de Boyer e Lindquist [8], através da transformação 
(R- m)/a coso, 
p afvm' + l' q afvm' + 12 , (3.51) 
u mjvm' + l' v lfvm' + l', 
com a 2 = m2 +l2 -a2 . Esta solução leva à solução de Kerr [19] quando l =O, 
à solução de NUT [38] quando a = O e à solução de Schwarzschild quando 
a = l = O. Os parâmetros m, a e l chamam-se massa, parâmetro de Kerr e 
parâmetro de NUT, respectivamente [19]. 
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Capítulo 4 
A Solução Geral com Suporte 
de Esforço na Direção Radial 
4.1 Introdução 
A construção de modelos relativísticos de discos com suporte de esforço na 
direção radial baseia-se em uma idéia apresentada nas referências [9, 37] e 
depende fundamentalmente da solução 'R.(r, z) à equação de Laplace (3.4), 
já que esta função determina tanto o comportamento do esforço radial Pr 
como a transformação conforme das coordenadas (3.5) que leva as equações 
de Einstein à forma (3.7)- (3.8). Como conseqüência, a função R( r, z) deve 
ser tal que o esforço na direção radial apresente um comportamento fisica-
mente aceitável e que a transformação conforme (3.5) preserve a simetria 
axial do espaço-tempo nas coordenadas de Weyl, de modo que o Método do 
Espalhamento Inverso apresentado no capítulo 3 possa ser empregado para 
construir as soluções das equações de Einstein. 
Com base nos critérios anteriormente mencionados) na seção 4.2 o proble-
ma de condições de contorno para a função R.(r) z) é apropriadamente for-
mulado, impondo à função R as condições mínimas necessárias para garantir 
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que o esforço na direção radial seja finito e diferente de zero na superfície do 
disco, e o comportamento da solução geral é brevemente analisado. A corres-
pondente transformação conforme das coordenadas é estudada na seção 4.3, 
onde também é analisado o comportamento da solução geral das equações 
de Einstein na fronteira do disco. A análise feita mostra que, embora a 
transformação seja singular neste ponto, podem ser construídas soluções das 
equações de Einstein nas quais os escalares de curvatura apresentem um 
comportamento regular. 
Na seção 4.4 é apresentada uma solução particular simples, obtida con-
siderando alguns valores específicos para as constantes na solução geral, 
através da qual os discos são transformados em superfícies esferoidais nas 
coordenadas de Weyl. A solução é simples o bastante para facilitar a a-
nálise tanto do esforço radial como da transformação conforme, mas com 
um comportamento suficientemente interessante para ser usada, no próximo 
capítulo, na construção de diversos modelos de discos, tanto estáticos como 
estacionários. 
4.2 Solução Geral do Problema de Condições 
de Contorno 
O esforço sobre o disco na direção radial, determinado pelo autovalor Q~ 
do tensor de energia-momento, pode-se expressar em termos das funções 
métricas, através da relação (2.46), como 
e(ii>-Ã) [~ l 
Pr = 2 R2 +'R} ~z ' 
,r ,z 
(4.1) 
onde todas as quantidades são avaliadas em z = o+; assim, supondo que as 
funções 11> e Ã são reais e bem comportadas na hipersuperfície z = o+, o 
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comportamento do esforço Pr depende fundamentalmente da função métrica 
'R.(r, z). Em conseqüência, as condições de contorno a serem impostas à 
função 'R.(r, z) estão determinadas pela exigência de que Pr seja finito e dife-
rente de zero na superfície do disco. 
Dada a natureza quase-cilíndrica das coordenadas xa = (t, rp, r, z) e a 
simetria da solução com respeito à reflexão no plano do disco, vamos procu-
rar soluções 'R( r, z) à equação de Laplace (3.4) na região r _2:: O, com a 
propriedade 
'R(r,z) 'R(r, -z). (4.2) 
As condições de contorno 
'R(O,z) O, 
(4.3) 
'R( r, O) I O, O< r <; 1, 
são necessárias para garantir a regularidade da solução no eixo de simetria 
e o comportamento não-singular do esforço radial sobre o disco. A natureza 
quase-cilíndrica das coordenadas [37], como foi mencionado na seção 2 .4, 
significa que r = O sobre o eixo de simetria e, para z fixo, r cresce monoto-
namente ao infinito, enquanto que z, para r fixo, cresce monotonamente no 
intervalo ( -oo, oo ). A coordenada rp varia no intervalo usual [O, 2·n"). 
Como conseqüência da simetria da solução a respeito do plano z = O, a 
derivada da função R na direção normal ao disco satisfaz a relação 
n,z(r, z) = -'R,z(r, -z), (4.4) 
para z 1=- O. Introduzindo uma descontinuidade em 'R,z através das condições 
de contorno 
R,.( r, o+) I o, r< 1, 
(4.5) 
n,,(r, O) o, r> 1, 
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garante-se que o esforço na direção radial é diferente de zero só na superfície 
do disco, o qual é suposto de raio unitário, r = L Para obter soluções 
associadas com discos de raio r f=. 1 é preciso fazer a transformação de escala 
r --7 ar, onde a é o raio do disco. O requerimento de que o esforço radial 
apresente um comportamento regular leva à condição adicional 
(4.6) 
quando z = O e r :::; L É importante notar que nas referências [9, 37] foram 
impostas à função 'R. condições de contorno mais fortes, embora estas não 
sejam necessárias, como pode-se ver facilmente do discutido anteriormente e 
da análise feita na seção 4.3. 
Para formular apropriadamente o problema de condições de contorno, 
introduzimos as coordenadas (x, y) através da relação 
. h-1 X = X+ zy = cos v, (4.7) 
onde v = r+ iz. Como se pode ver na Figura 4.1, a região r ~ O do plano 
complexo v é transformada na região x ~ O, -~ :::; y:::; ~ do plano complexo 
X, de tal forma que O intervalo 0 <r$ 1, Z = 0+ é levado no intervalo X= 0, 
o$. y :$_%.enquanto que o intervalo o:$_ r$. 1, z::::: o- é levado no intervalo 
X = 0, -j :$_ y :$_ 0. 
Utilizando a propriedadade x'(v) = Y,z- ix,z e a transformação de coor-
denadas ( 4. 7L pode-se ver que, quando z = O e r < 1, 
R (r o±) = ± R,,(O, ±y) 
,z ' V1- r2 ' (4.8) 
enquanto que, quando z = O e r > 1, 
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Figura 4.1: Transformação das coordenadas, (r, z) --+ (x, y), que leva o disco 
em uma barra no intervalo x =O, -Í S y :$ ~-
e assim a descontinuidade na derivada de 'R na direção normal ao disco pode-
se considerar como uma conseqüência do comportamento da transformação 
de coordenadas (4.7) e da simetria da solução com respeito ao plano do disco. 
Considerando que a função n( x, y) e suas derivadas são contínuas, vamos 
procurar soluções da equação de Laplace 
'R,tx~~: + 'R-,1111 = O, (4.10) 
na região x 2: O, -~ :$ y::::; ~. com a propriedade 
R(x, y) = R(x, -y), (4.11) 
e as condições de contorno 
R(x, Í) R(x,-Í) 
(4.12) 
R( O, y) R(O,-y) # O, y # ~-
Este é um problema de contorno normal com condições de Dirichlet, cuJa 
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solução pode-se escrever na forma geral 
00 
n(x, y) ~ 2:(a, cosh kx + b,senhkx) cos ky, ( 4.13) 
k=l 
onde ak e bk são constantes reais e k é um inteiro ímpar. 
Usando a expressão anterior, o esforço sobre o disco na direção radial 
pode-se escrever como 
2e<>-Ã [A] 
p, ~ [A'+ B 2 ] c VI~ c' , (4.14) 
onde 
00 
A(y) 2:kb,cosky, (4.15) 
k=l 
00 
B(y) 2: ka,senky, (4.15) 
k=l 
00 
C(y) ~ 2: a, cos ky, (4.17) 
k=l 
de modo que as constantes ak e bk devem ser escolhidas apropriadamente 
para garantir que A(y) converge e que seus zeros não coincidem com os zeros 
de B(y), e que C(y) é diferente de zero para y f ±Jf. 
Em particular, considerando a expressão anterior quando y =O, de modo 
que r= 1, obtêm-se as condições 
00 
2:a• f O, (4.18) 
k=l 
00 
2: kb, f o, (4.19) 
k=l 
enquanto que, considerando-a quando y =±~,de modo que r= O, obtém-se 
a condição 
00 2:(~t)'>"ka, f O, (4.20) 
k=l 
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a qual garante o comportamento regular de Pr neste ponto. 
Assim, considerando diferentes valores para as constantes ak e bk em 
concordancia com as condições anteriores, podem ser obtidas muitas soluções 
particulares diferentes para a função R(r, z), que levam a casos particulares 
da expressão (4.14) para o esforço radial Pr· Em todos os casos, Pr é igual 
a zero na fronteira do disco, quando r = 1, e apresenta um comportamento 
regular no disco todo, de tal forma que (4.14) proporciona uma expressão 
geral para a construção de modelos de discos finitos com suporte de esforço 
radial fisicamente aceitável. 
4.3 Análise da Transformação Conforme das 
Coordenadas 
Vamos considerar a função R.( r, z) como a parte real de uma função analítica 
:F( v) = R.( r, z) + iZ(r, z). Assim, pode-se definir uma transformação con-
forme das coordenadas quase-cilíndricas xa = (t, I{J, r, z) nas coordenadas de 
Weyl x• = (t, <p, R, Z) através da relação 
r --+ n(r, z), 
( 4.21) 
z --+ Z(r,z). 
Porém, para que a função 'R(r, z) possa ser interpretada como a coordenada 
radial no sistema de coordenadas de Weyl, as constantes reais ak e bk em 
(4.13) devem ser escolhidas de tal forma que R.(r,z) ~O. 
A função Z(r, z) é facilmente obtida através das equações de Cauchy-
lliemann e pode-se escrever, nas coordenadas (x, y), como 
= 
Z(x, y) = ~(a,senhkx + b, cosh kx) senky, (4.22) 
k=l 
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onde a constante de integração é feita igual a zero para satisfazer a condição 
Z(r, -z) = -Z(r, z), (4.23) 
determinada pela simetria do problema, de modo que, como conseqüência das 
equações de Cauchy-Riemann e da descontinuidade em n,Z? z é descontínua 
através do plano do disco, enquanto que sua derivada normal é contínua, 
garantindo assim que só existe distribuição de matéria na região z = O, 
OSrSl. 
A imagem do disco através da transformação conforme (4.21) pode-se 
determinar tomando z = O e O S r S 1, de modo que x = O. O disco 




Z = D(y) = L b, senky. ( 4.25) 
k=l 
Como conseqüência das condições impostas à transformação, é fácil ver que 
quando y =±i, R= O e a tangente a f(R) é normal ao eixo Z, enquanto 
que quando y = O, Z = O e a tangente a f(R) é normal ao eixo R. Para 
que a imagem do disco seja uma superfície axialmente simétrica que divida 
o espaço-tempo em duas regiões simplesmente conexas, como na Figura 4.2, 
deve-se impor a condição D(y) I O para y I O. 
A imagem da região exterior ao disco pode-se determinar analisando o 
comportamento da transformação (4.21) quando x >O. Das equações (4.13) 
e ( 4.22) pode-se ver que, quando r = O e z > O, ternos y = ~' 1? = O, enquanto 
que quando z =O e r ~ 1, temos y =O, Z =O. Portanto, a imagem da região 
r ~ O, z > O é uma região cujas fronteiras são a curva f('R) e os eixos 'R 
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Figura 4.2: Superfície Z = f('R), imagem do disco através da transformação 
conforme das coordenadas (r, z) --+ ('R., Z). 
e Z. Assim, como conseqüência da relação de simetria Z(r, z) = -Z(r, -z) 
e dependendo dos valores das constantes ak e bk, a região exterior ao disco 
pode ser transformada na região interior ou na região exterior à superfície 
!(1?). 
A região anterior deve-se então considerar como parte de um espaço-
tempo axialmente simétrico, cuja métrica escreve-se nas coordenadas de Weyl 
na forma (3.6). As equações de Einstein no vazio (3.7)- (3.8) devem então 
ser resolvidas e a solução deve ser escolhida apropriadamente de tal forma 
que as possíveis singularidades éStejam fora da região que corresponda à 
região exterior ao disco. A solução obtida pode-se expressar nas coordenadas 
de Weyl através das funções <I>(J?,Z), W(J?,Z) e Ã(J?,Z), as quais devem 
apresentar um comportamento regular na região correspondente do espaço-
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tempo; isto é, no interior ou no exterior da superfície Z = f('R). 
Através da inversa da transformação (4.21) podem ser obtidas facilmente 
as expressões para <li(r, z), W(r, z) e A(r, z) nas coordenadas quase-cilíndricas 
originais, determinando assim completamente uma solução das equações de 
Einstein no vazio da forma (2.32), simétrica a respeito de reflexões através 
do plano z =O. Utilizando então o método descrito no capítulo 2, refletindo 
a solução obtida através do plano do disco, podem ser construídos modelos 
de discos finitos com suporte de esforço na direção radial. 
Para analisar a possível existência de singularidades na solução obtida 
devidas à transformação (4.21), deve-se analisar seu comportamento nas sin-
gularidades da função F( v). A função F( v) pode-se escrever como 
F( v)= "ll(x) = 2]a.coshkx + b•senhkx], 
k=l 
de modo que, como conseqüência da relação 
det ( 8x") = n' + n' = IF'(vll' axa ,r ,z ' 
e usando a expressão 
F'(v) = "ll'(x) 




pode-se ver que a transformação de coordenadas (4.21) é singular quando 
v= r= 1; isto é, na fronteira do disco. 
Esta singularidade está presente tanto nas componentes do tensor mé-
trico, como se pode ver facilmente da expressão 
g, = g,. = IF'(v)l'é-•, (4.29) 
como nas componentes do tensor de curvatura, as quais podem ser escritas, 
nas coordenadas xa, como 
(4.30) 
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onde Rãbcii são as componentes do tensor de curvatura nas coordenadas if. 
Assim, independentemente do comportamento da curvatura nas coordenadas 
Xã, existirão componentes do tensor de curvatura com comportamento não-
regular na fronteira do disco, como conseqüência do comportamento singular 
da transformaçãD de coordenadas (4.21). 
A singularidade em r = 1, em geral, não pode ser eliminida por uma 
escolha apropriada das constantes ak e bk. Porém, embora a métrica e a 
curvatura sejam singulares neste ponto, a solução pode ser escolhida de tal 
forma que esteja livre de singularidades escalares [15] na região apropriada 
do espaço-tempo. Para garantir o comportamento regular, basta escolher 
soluções das equações de Einstein (3.7) e (3.8), nas coordenadas xa, de tal 




R ub Rklcdv kl ~"abah ( 4.33) 
,ub Rkl omncd T:J K _ L kl mn.Lt ~a..abcd 
4- = ' y-g 
(4.34) 
onde g = det 9ab, apresentem um comportamento regular na região apropri-
ada; isto é, no interior ou no exterior da superfície Z = f('R). 
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4.4 Um Exemplo Simples de Solução Parti-
cular 
Como um exemplo simples da solução geral (4.26), vamos considerar o caso 
no qual ak = bk = O para k f:. 1, de modo que 
:F( v)= a1v + b,vv' -1, ( 4.35) 
onde a1 # O e b1 # O. A condição a1 + b1 2:: O é necessária para satisfazer o 
requerimento de que 'R 2:: O. Pode-se considerar, sem perder a generalidade, 
que b1 = cw1 , com a =f:. O, e fazer a1 = 1, de modo que a 2:: -1, de tal forma 
que a expressão geral para o esforço na direção radial pode-se escrever como 
2a-Jl r2 <P-Ã 
p,= l+(a2 -l)r2 e · (4.36) 
Assim, quando a > O o esforço na direção radial é positivo e as soluções 
correspondem a modelos de discos com pressão radial, enquanto que quando 
a < O o esforço na direção radial é negativo e as soluções correspondem a 
modelos de discos com tensão radial. Supondo que <P e Ã são reais e finitas 
na superfície Z = f('R), pode-se ver que Pré uma função bem comportada 
da variavel r para todo valor da constante Q # O. 
Com estes valores para as constantes na solução geral, as expressões para 
'R( r, z) e Z(r, z) podem ser obtidas das correspondentes expressões em termos 
das coordenadas (x, y), as quais estão dadas por 
'R( r, z) = r+ a senhx cosy, 
(4.37) 
Z(r, z) = z + Q coshx seny. 
Fazendo z =O e O~ r::; 1 em (4.37), de modo que x =O e r = cosy, 








Figura 4.3: Superfícies esferoidais, imagem dos discos através da transfor-
mação conforme (4.37). 
disco através da transformação conforme, a qual pode-se escrever como 
(4.38) 
de modo que os discos são transformados em superfícies esferoidais, como 
se pode ver da Figura 4.3. Quando jaj > 1, os discos são transformados 
em superfícies esferoidais prolatas, quando jaj = 1 em superfícies esféricas e 
quando ja) < 1 em superfícies esferoidais oblatas. 
O valor da constante a deve ser apropriadamente ajustado a fim de que 
a transformação seja localmente um-ar-um na região exterior ao disco, de 
modo que tal região possa ser transformada completamente no interior ou no 
exterior da superfície Z = f('R) correspondente. Dado que quando -1 < a< 
O a transformação não é localmente um-a-um na região apropriada do espaço-
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Figura 4.4: Superfícies coordenadas das Coordenadas esferoidais oblatas. 
a região exterior ao disco é completamente transformada no interior de uma 
superfície esférica de raio unitário, enquanto que quando a > O a região 
exterior ao disco é completamente transformada no exterior da superfície 
esferoidal correspondente. 
Quando )a) = 1, os discos são transformados em superfícies esféricas de 
raio unitário, de modo que no plano ('R, Z) podem ser introduzidas coorde-
nadas esféricas (R, 9) através da relação 
R= R senO, Z =R cosO, (4.39) 
onde O::; R::; oo e -j .::; (}::; ~- A superfície Z = f('R) corresponde à esfera 
R = 1. As coordenadas (R, 9) permitem aproveitar a simetria do problema 
para expressar as soluções das equações (3.7)- (3.8). 
Quando O <a< 1, os discos são transformados em esferóides oblatos, de 
modo que as soluções das equações (3. 7) - (3.8) podem ser escritas em termos 
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Figura 4.5: Superfícies coordenadas das Coordenadas esferoidais prolatas. 
ilustradas na Figura 4.4, relacionadas com as coordenadas ('R, Z) através da 
relação 
n' = ~<'(ç' + 1)(1- ~'), 
onde O .:$; ( :5 oo e O :5 1J :5 1. Para que a superfície Z 
(4.40) 
f(R) coin-
cida com uma das superfícies coordenadas do sistema ((,n), deve-se ter que 
K = .JI- a 2 , de modo que f('R) corresponde à superfície coordenada ( = 
,;.,;1 ,, > o. 
Finalmente, quando a > 1, os discos são transformados em esferóides 
prolatas e as soluções das equações (3. 7) - (3.8) podem ser apropriadamente 
escritas através das coordenadas esferoidais prolatas (Ç,TJ), cujas superfícies 
coordenadas são ilustradas na Figura 4.5, relacionadas com as coordenadas 
(R, Z) através da relaçãD 
n' = a 2 (ç' -1}(1- r(), ( 4.41) 
onde 1 < Ç < oo e O :s; 'fJ :s; L Para que a superfície Z f(R) coin-
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cida com uma das superfícies c-oordenadas do sistema (t,n), deve-se ter 
que a = Va2 -1, com f('R.) correspondendo à superfície coordenada Ç = 
a/Ja' 1 > l. 
As equações de Einstein na f-orma (3.7) - (3.8) devem então ser resolvi-
das na região apropriada do espaço-tempo nas coordenadas de Weyl; isto 
é, no interior da superfície esférica quando a = -1 ou no exterior das su-
perfícies correspondentes quando a > O. Usando a inversa da transformação 
de coordenadas (4.21), as correspondentes soluções nas coordenadas quase-
cilíndricas originais podem ser facilmente obtidas. Estass soluções podem 
então ser usadas para obter as componentes do tensor de energia-momento 
dos modelos de discos correspondentes, utilizando o procedimento descrito 
no capítulo 2. No próximo capítulo serão apresentadas algumas soluções, 
tanto para discos estáticos como para discos estacionários. 
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Capítulo 5 
Alguns Modelos de Discos com 
Suporte de Esforço Radial 
5.1 Introdução 
Utilizando a solução para o esforço na direção radial obtida no capítulo 4, 
muitos modelos diferentes de discos podem ser obtidos. Neste capítulo são 
apresentados alguns modelos com pressão radial e outros com tensão radial1 
os quais acreditamos ser novos na literatura. Tais modelos são constru-
ídos usando o procedimento descrito no capítulo 2 a partir de soluções das 
equações de Einstein no vazio que podem ser obtidas através do Método do 
Espalhamento Inverso, apresentado no capítulo 3. 
Na seção 5.2 são apresentados alguns modelos de discos estáticos. Discos 
estáticos com pressão na direção radial, construídos a partir de soluções do 
tipo Weyl apropriadamente escolhidas, são apresentados em 5.2.1 - 5.2.3, 
enquanto que alguns modelos de discos com tensão na direção radial são 
apresentados em 5.2.4. Na seção 5.3 são apresentados modelos de discos 
estacionários com pressão na direção radial associados à solução de NUT. O 
comportamento das soluções é analisado determinando as regiões nas quais a 
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densidade de energia E e a densidade Newtoniana de energia f) são positivas. 
5.2 Discos Estáticos com Esforço na Direção 
Radial 
Modelos relativísticos de discos estáticos são obtidos a partir de soluções das 
equações de Einstein (3.7) - (3.8) quando W ~ O, as quais, como já foi 
mencionado no capítulo 3, são denominadas soluções de Weyl [48, 49]. O 
tensor de energiar-momento do disco neste caso é diagonal, 
(5.1) 
com densidade de energia E = - Q~ e esforço na direção tangencial PVJ = Q~ 
determinados, respectivamente, pelas equações (2.42) e (2.45) com W ~ O. 
O esforço na direção radial p.,. está determinado pela equação (4.36). 
A função métrica IP satisfaz a equação de Laplace tri-dimensional nas 
coordenadas ia= (t, tp, R, Z), 
1 
R.1>,R + 1>,zz =O, (5.2) 
de modo que é a solução de um problema de potencial tri-dimensional com 
simetria axial. Como conseqüência, a transformação conforme ( 4.35) leva a 
três geometrias diferentes para as condições de contorno do problema de po-
tencial tri-dimensional. Estas geometrias correspondem, segundo o apresen-
tado na seção 4.4, a superfícies esféricas, quando lal = 1, esferóides oblatos, 
quando O< a < 1, ou esferóides prolatas, quando a > 1. 
Usando tais superfícies para as condições de contorno do problema de 
potencial, muitas soluções das equações de Einstein (3.7) - (3.8) podem ser 
obtidas. Em todos os casos, as soluções da equação (5.2) são conhecidas e 
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podem ser escritas em termos das funções de Legendre. Porém, devido ao 
comportamento descontínuo da coordenada Z através do disco, um polinômio 
em potências ímpares de Z é descontínuo através do disco, enquanto que 
um polinômio em potências pares é uma função contínua sempre, mas com 
primeiras derivadas a respeito de z descontínuas através do disco. Assim, as 
soluções da equação (5.2) devem ser construídas com as funções de Legendre 
apropriadas de ordem par, em tal forma que as soluções de (3.7) - (3.8) 
apresentem o comportamento apropriado no disco. 
Quando a constante a na equação ( 4.35) é positiva, com as soluções obti-
das correspondendo a discos com pressão na direção radial, existem três 
famílias diferentes de soluções, as quais correspondem às três possibilidades, 
a= 1, O < a < 1 e o: > 1. Em cada caso vamos considerar, das soluções de 
Weyl simples apresentadas na seção 3.4.1, aquela apropriada à simetria da 
superfície correspondente para assim construir as correspondentes soluções 
para discos finos. Com todas as soluções consideradas são obtidos modelos 
de discos nos quais a densidade de energia Newtoniana f1 é positiva sempre, 
enquanto que a densidade de energia f só é positiva num setor central do 
disco. 
Quando o:= -1 na equação (4.35), o esforço radial é negativo, de modo 
que as soluções obtidas correspondem a discos com tensão na direção radial. 
Podem ser obtidos diferentes modelos de discos considerando as soluções 
apropriadas da equação (5.2). Vamos considerar dois casos simples, obtidos 
tomando os dois primeiros termos na solução geral da equação (5.2). No 
primeiro caso é obtido um defeito topológico que satisfaz as condições de 
energia, enquanto que no segundo caso é obtida uma família de soluções que 
satisfazem as condições de energia, seja na região central, seja no canto do 
disco. 
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5.2.1 Discos Associados à Solução de Chazy-Curzon 
A primeira família de soluções é obtida tomando a = 1 para transformar o 
disco em uma superfície esférica de raio um e o exterior ao disco na região 
exterior à superfície. O caso mais simples da família é obtido a partir da 
solução de Chazy-Curzon [10, 12], 
Ã --r'R.' [R.'+ Z'J', 
(5.3) 
(5.4) 
onde 'Y é uma constante real. Pode-se ver que W e Ã são funções contínuas 
bem comportadas para R 2 + Z 2 > 1 e anulam-se no infinito. 
O tensor métrico nas coordenadas de Weyl pode-se escrever como 
{ -2-r } - exp vR.' +Z' ' (5.5) 
'R2ex { 2-r } p vn' +Z' · (5.6) 
2 { 2-r -r'R.' } IF'I exp vR.' + Z' - (R.'+ Z')' ' (5.7) 
9zz = Orr· (5.8) 
A correspondente expressão nas coordenadas quase-cilíndricas originais pode 
ser facilmente obtida utilizando as equações (4.37). Tomando z = o+ e 
usando (2.42), (2.45) e (4.36) obtêm-se facilmente as expressões 
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Figura 5.1: {!, t:, Pr e Pr.p para um disco de ra(iio unitário construído tomando 
a = 1 e a solução de Chazy-Curzon com 1 = 2. 
(5.10) 
p, ~ Po V1- r2 exp{ -y'r2}, (5.11) 
onde Po é uma constante positiva e O .:::; r :::; L 
Da equação (5.9) pode-se ver que o requerimento de que a densidade de 
energia seja positiva sempre, t ~ O, é equivalente a impor a condição 
O <:: r <:: 1. (5.12) 
Esta equação tem um zero em 
ro 2 (5.13) 
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e assim, para ter f > O para r = O, deve-se impor a condição 'Y > 1. O valor 
máximo para r 0 é obtido quando 'Y = 2 e é dado por r 02 = 1/2. 
Das equações (5.9)- (5.11) pode-se ver que a densidade de energia New-
toniana está dada por (} = 2'YPn de modo que é positiva sempre sobre o 
disco para todo valor de f > O, isto é, os discos são gravitacionalmente 
atrativos. Na Figura 5.1 apresentar-se o comportamento das funções {l, f, Pr 
e Prp no intervalo O :S r :S 1 para estes valores dos parâmetros, em unidades 
da constante p0 • Pode-se ver que o disco tem uma região central na qual a 
densidade de energia é positiva, enquanto que no canto do disco é negativa. 
5.2.2 Discos Associados à Solução de Zipoy-Voorhees 
A segunda família de soluções é obtida tomando a> 1 em (4.35), transfor-
mando assim o disco em um esferóide prolato. O caso mais simples da família 
é obtido usando a solução de Zipoy-Voorhees [50, 43], 
<I> = [ç- 1] 7lnÇ+ 1 ' (5.14) 
- 2 [Ç'-1] A=1lne-~'' (5.15) 
onde f é uma constante real. Esta solução é conhecida também como a 
solução f de Weyl [48, 49], e representa o campo gravitacional de um buraco 
negro deformado. Quando 'Y = 1 é equivalente à solução de Schwarzschild. As 
variáveis e e T] correspondem às coordenadas esferoidais prolatas, relacionadas 
com as coordenadas de Weyl através da relação 
n' = a 2(ç' -1)(1- ~2), (5.16) 
onde a = J a 2 - 1, 1 ::::; Ç ::::; oo e O ::::; TJ ::::; 1. O esferóide coincide com 
a superfície coordenada e = aj...,Ja2- 1 > 1. Pode-se ver que <I> e Ã são 
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contínuas sobre o disco e anulam-se no infinito. 
O tensor métrico nas coordenadas esferoidais prolatas é 
9tt = (5.17) 
n' [.; + 1]" 
.; - 1 , (5.18) 
I .F' I' [ .;' - 1 ]"' [.; + {'-ry' ç 1]" 1 , (5.19) 
9zz = 9rr· (5.20) 
Usando (4.37) e (5.16), podem ser obtidas as correspondentes expressões nas 
coordenadas quase-cilíndricas originais. Tomando o valor destas expressões 
no disco e usando (2.42), (2.45) e (4.36), podem-se obter as densidades de 
energia e pressão, 
< = [
2-p/a'- 1-01 _ 1 +(a' -!)·y'r'] 
p, 01 l+(a2 -l)r2 ' 
[
1 + (<>2 - l)"l''r'] 
p, 1 +(a'- l)r2 ' 
p, = Po Vl- r' [1 +(o? - l)r2J(o'-1l, 
onde Po é uma constante positiva e O ::; r ::; 1. 
Da equaçãD (5.21) seguem-se as condições 
7V012 1 fJ = :;. 1, 
Oi 
para ter-se e 2: O em r = O, e 
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Figura 5.2: º' t, Pr e Pr.p para um disco de radio unitário construído tomando 
a = 4 e a solução de Zipoy-Voorhees com 'Y = j513. 
para ter-se E ~ O em r = 1. Pode-se ver que 1 e a não podem ser ajustadas 
para ter-se E~ O no canto do disco, de modo que E( r) tem um zero no valor 
de r0 dado por 
2a2(/3- 1) (5.26) j32 - (1- <>2)(2/3- 1)" 
Em conseqüência, para ter-se ~:(r0 ) =O com valores reais de 'Y e a, obtêm-se 
as condições 
1- rõ 
a.::; 2 ' r, 
O valor de j3 está dado por 
2 1 
O< r o< 2. 




Assim, escolhendo um valor de r0 < 1/ V2 podem ser obtidos valores para 
a, f3 e "f tais que a densidade de energia e a densidade Newtoniana sejam 
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positivas na região central do disco, para r < ro. 
Escolhendo ro2 = 0.2 pode-se tomar<>= 4, {3 = 5/4 e 1 = /513 de modo 
que a pressão radial é 
p, = PoV1- r 2(1 + 15r2)~- (5.29) 
Das equru;ões (5.21) - (5.23) pode-se ver que Q = 2{3p, > O, ou seja que os 
discos são gravitacionalmente atrativos, como no caso anterior. A densidade 
de energia e e a densidade Newtoniana (} são positivas na região central do 
disco. Na Figura 5.2 apresenta-se o comportamento das funções f, Pr, piP e 
f} no intervalo O ::::; r ::::; 1 para estes valores dos parâmetros, em unidades da 
constante p0 • Como na solução anterior, o disco tem uma região central bem 
comportada na qual tanto f como f} são positivas, enquanto que no canto do 
disco só a densidade Newtoniana (] é positiva. 
5.2.3 Discos Associados à Solução de Bonnor-Sackfield 
A terceira família de soluções é obtida escolhendo O < a < 1 em ( 4.35) 
e transformando o disco em um esferóide oblato. O caso mais simples da 
família é obtido usando a solução dada por 
<P = -i'"" In --[(-i] , ç +i , (5.30) 
- [''+1] A = -yln ('+n' , (5.31) 
onde 1 é uma constante real. As variáveis ( e 1J correspondem às coorde-
nadas esferoidais oblatas, relacionadas com as coordenadas de Weyl através 
da relação 
n' = "'(ç' + 1)(1- n'), Z = K(ry, (5.32) 
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onde K = .../1 -a?, O ::; ( ::; oo e O ::; fJ ::; 1. O esferóide coincide com a 
superfície coordenada ( = a. f v'1 - a_2 > O. Como nos dois casos anteriores, 
<I> e Ã são contínuas sobre o disco e anulam-se no infinito. Esta solução 
foi obtida inicialmente por Zipoy [50] e Voorhes [43] e foi interpretada por 
Bonnor e Sackfi.eld como a solução correspondente a um disco estático sem 
pressão [7]. 
Da expressão para o tensor métrico nas coordenadas esferoidais oblatas, 
9u ~ -exp { -2")'coC1(}, (5.33) 
(5.34) 
(5.35) 
Yzz = Yrr, (5.36) 
pode-se obter, usando ( 4.37) e (5.32), sua expressão nas coordenadas quase-
cilíndricas originais. Tomando o valor das expressões anteriores no disco e 
usando (2.42), (2.45) e (4.36) obtêm-se as densidades de energia e pressão 
E ~ [
2?v'1 a2 - a _ 1 + (1 - a2)!'2r'] 
p, a 1+(a2 -1)r2 ' (5.37) 
[
1 + (1- a 2)/'2r 2 ] 
p, 1 + (a2 - 1)r2 ' (5.38) 
p,. = [1 + (a2 - 1)r2j(a'+l)' (5.39) 
onde Po é uma constante positiva e O ~ r "S 1. 
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De (5.37) obtém-se a condição 
(3 = ·rJ! - "' 2: 1, 
" 
(5.40) 
para ter-se e 2: O em r = O. Como na segunda família de soluções, deve-se 
impor a condição (5.25) para ter-se E 2: O em r = 1. Igualmente, 'Y e a não 
podem ser ajustadas para ter-se E 2: O no canto do disco e assim e( r) tem um 
zero no valor de rodado por (5.26). Portanto, para ter •(ro) =O com valores 
reais de 1 e a, impomos a condição 
1- r5 
O! ::::; 2 , 
r o 
I 2 2 <To< 1, (5.41) 
de modo que o valor de f3 é novamente dado por (5.28). Assim, escolhendo 
um valor lj.J2 < r 0 < 1, podem ser obtidos valores para 'Y e a de modo 
que a densidade de energia e e a densidade Newtoniana {! sejam positivas na 
região central do disco, para r < r 0 . 
Escolhendo ro2 = 0.8 pode-se tomar " = 1/4, (3 = 5 e -y = .j5!3, de 
modo que a pressão radial é 
Pr = 
PoVI r 2 
(1- ~:r2)~· (5.42) 
De (5.37) - (5.39) pode-se ver que Q = 2(3p, > O e assim novamente temos 
uma solução representando discos gravitacionalmente atrativos, na qual a 
densidade de energia Newotoniana é positiva enquanto que a densidade de 
energia só é positiva para O :S: r < r0• 
Na Figura 5.3 apresentar-se o comportamento das funções f:, p.,, Pr; e (l no 
intervalo 0.85 ::; r ::; 1 para estes valores dos parâmetros, em unidades da 
constante p0 . Como nas duas soluções anteriores, o disco tem uma região 
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Figura 5.3: {}, ~~:, Pr e Prp para um disco de radio unitário construído tomando 
a= 1/4 e a soluçãD de Bonnm-Sackfield com"'= j5!3. 
e uma região no canto onde ~: < O. Porém, neste caso a região central bem 
comportada pode ser estendida praticamente ao disco inteiro através de uma 
seleção apropriada dos parâmetros 'Y e a. 
5.2.4 Discos Estáticos com Tensão na Direção Radial 
Vamos considerar agora algumas soluções com tensão na direção radial to-
mando a = -1 na equação ( 4.35), transformando assim o disco em uma esfera 
de raio um e a região exterior ao disco no interior da esfera. Para resolver 
a equação de Laploce tri-dimensional (5.2) vamos introduzir illl coordenadilll 
esféricas (R, 8) através da relação 
R= R senO, Z =R cosO, (5.43) 
onde O :S: R ::; oo e - ~ ::; fJ ::; ~. O disco corresponde à esféra 'R = 1. 
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A solução geral da equação de Laplace (5.2) no interior da superfície, 
contínua através do disco, pode-se escrever como 
00 
tD = - 2: 2C2nR2n P2n(cos 9), (5.44) 
n=O 
onde C2n são constantes e P2n (c os O) são os polinômios de Legendre usuais. 
O caso mais simples, obtido tomando o primeiro termo da série, está dado 
por 
(5.45) 
onde "' é uma constante real. O tensor métrico está dado por 
9tt = (5.46) 
(5.47) 
[F'I' e'', (5.48) 
(5.49) 
onde R(r, z) e [F(w)[ são obtidos de (4.37). 
Usando a equação (4.30), é fácil ver que Rabcd _O e assim esta solução é 
um defeito topológico [32]. A densidade de energia e as tensões estão dadas 
por 
E = - 2pq; = -2pr = 2po -Jl- r2, (5.50) 
onde p0 é uma constante positiva e O ~ r ~ L Neste caso {! = O, de modo que 
esta solução é gravítacionalmente neutra e satisfaz as condições de energia 
no disco todo. Esta solução pode ser interpretada como um disco formado 
por cordas cósmicas na direção radial entretecidas com laços. 
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Uma outra solução é obtida tomando o segundo termo da série em (5.44); 
isto é, 
?(n'- 2Z'), (5.51) 
(5.52) 
onde 'Y é uma constante real. Como nas outras soluções, <I> e A são contínuas 
através do disco e anulam-se no infinito, onde 'R = Z = O. 
O tensor métrico nas coordenadas de Weyl está dado por 




Expressões nas coordenadas quase-cilíndricas originais são obtidas usando 
(4.37). Tomando o valor das expressões anteriores no disco e usando (2.42), 




onde Po é urna constante positiva e O S r S 1. 
Da equação (5.57) pode-se ver que o requerimento de que a densidade de 
energia seja positiva é equivalente à condição 
(5.60) 
para O S r S 1. Esta expressão tem dois zeros em 
(5.61) 
e assim existem três classes diferentes de soluções, em correspondência com 
os valores de 'Y tais que a equação anterior possua duas, urna ou nenhuma 
raíz real positiva. Quando"! < -0.5 há uma solução ro < 1 de (5.61) de tal 
forma que os discos possuem regiões centrais com t: < O e regiões no canto com 
f> O. Quando -0.5 S "f S 3(1 +vf5)/8 pode-se ver que f 2: O em todo ponto 
do disco, de modo que a densidade de energia é positiva sempre. Finalmente, 
quando"' > 3(1 + v's)/8, há duas soluções reais positivas diferentes de (5.61), 
r1 e r2, de modo que os discos possuem uma região central onde f > O, quando 
r < TI, uma região com f < O, quando r1 < r < r 2 , e uma outra região com 
t: > O, quando r > r2. 
Das equações (5.57) - (5.59) pode-se ver que 
(5.62) 
de modo que 12 = O em r2 = 2/3. Em conseqüência, as soluções terão 
densidade de energia Newtoniana positiva só numa região, a região central 
dos discos quando "f > O, ou a região no canto dos discos quando 'Y < O. 
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Figura 5.4: !}, t, Pr e p'P para um disco estático com tensão radial construído 
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Figura 5.5: {}, e, Pr e p'P para um disco estático com tensão radial construído 
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Figura 5.6: {}, E, Pr e p'P para um disco estático com tensão radial construído 
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Figura 5.7: {}, E, Pr e Prp para um disco estático com tensão radial construído 
tomandoa:=-1 e;=2. 
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Quando I'YI > 0.75 há duas raízes positivas diferentes, r_ < r+ < 1, de 
modo que há uma região dos discos onde o esforço tangencial é positivo, 
para r_< r< r+. Por outro lado, quando I'YI < 0.75 o esforço tangencial 
é negativo sempre. Para ilustrar o comportamento das diferentes classes de 
soluções que podem ser obtidas vamos considerar alguns valores particulares 
de')'. Nas Figuras 5.4- 5.7 apresenta-se o comportamento das funções t, Pr, 
p• e Q no intervalo O S: r S: 1 para 1 = -1, 1 = -0.5, 1 = 1 e 1 = 2, 
respectivamente, em unidades da constante Po· 
5.3 Discos Estacionários com Pressão na Di-
reção Radial 
Modelos relativísticos de discos estacionários são obtidos a partir de soluções 
à.s equações de Einstein (3. 7) - (3.8) nas quais W # O. O tensor de energia-
momento do disco neste caso não é diagonal, de modo que é preciso utilizar 
o procedimento descrito no capítulo 2 para determinar os valores próprios 
do tensor e assim identificar a densidade de energia t e o esforço na direção 
tangencial Ptp· O esforço na direção radial Pr está determinado pela equação 
(4.36). 
Vamos considerar modelos de discos estacionários com suporte de pressão 
na direção radial construídos tomando a> 1 em (4.35), transformando assim 
o disco em um esferóide prolato, e usando a solução de NUT [38] para as 
equações de Einstein (3.7) - (3.8). Em termos das coordenadas esferoidais 
prolatas (5.16), a solução de NUT pode-se escrever na forma [40] 
[ e'-1 l <I) = In (Ç+u)'+v' , (5.64) 
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Ã [ Ç' I] ln f~-rp ' (5.65) 
W = 2avry, (5.66) 
onde u 2 + v2 = 1, a = v~2 1, 1 ::; ~ ::; 00 e o ::; 7] ::; 1 e o esferóide está 
localizado na superfície coordenada~= Cl.j-/a2 - 1 > 1. As constantes u e 
v são positivas e podem-se escrever como 
u = m(vm' +F v = lfvm' + l', (5.67) 
com a2 = m2 + l 2 . Os parâmetros m e l chamam-se ma.ssa e parâmetro de 
NUT, respectivamente [19]. 
O tensor métrico nas coordenadas esferoidais prolatas está dado por 
1- Ç' (5.68) (Ç+u)'+v'' 
[ 1-Ç' l 2avry (Ç + u)' +v' , (5.69) 
R' [(Ç + u)' +v']- 4 2 2 2 [ Ç'- 1 ] Ç'- 1 a v ry (Ç + u)' +v' ' (5.70) 
(5.71) 
(5.72) 
de modo que, usando (4.37) e (5.16), facilmente podem ser obtidas as corre-
spondentes expressões nas coordenadas quase-cilíndricas originais. 
Tomando z = o+ e usando a equação (2.44) pode-se ver que Qi = O 




A densidade de energia e as pressões são facilmente obtidas dos autovalores 
do tensor de energia-momento e estão dadas por e = -Q: e p"' = Q~ e 
p, = Q;. Usando as equações (2.42) e (2.45), podem ser obtidas facilmente 
as expressões 
< = 
p, [2a2 (ua + v'a2 + 1)(1- r2)- v'a2 + 1] 
1 + a2r2 (2a2 + 2uav'a2 + 1 + 1)v'a2 + 1 ' (5.74) 
(5.75) 
Pr = Pov'l-r2 , (5.76) 
onde O _::; r _::; 1 e Po é uma constante positiva. 
Das equações (5.74) - (5.76) pode-se ver que a densidade Newtoniana 
está dada por 
2apr [2ua2 + 2av' a2 + 1 + ul 
o= v' a'+ 1 2a2 + 2uav'a2 + 1 + 1 , 
(5.77) 
de tal forma que é positiva para todo valor de a > O, de modo que os discos 
são gravitacionalmente atrativos. Da equação (5.74) pode-se ver que, para 
ter-se E :2': O quando r = O, é preciso impor a condição 
2ua3 + (2a2 -1)v'a2 + 1 2 O. (5.78) 
Assim, tomando a~ 1/..;2, a condição é satisfeita para todo valor deu no 
intervalo O<:: u <:: 1. Da equação (5.74) também é fácil ver que<<:: O quando 
r :2': ro, onde 
2 2ua3 + (2a2 -1)v'a2 + 1 
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Figura 5.8: {], t:, Pr e p"' para um disco estacionário de radio unitário, cons-
truído tomando a solução de NUT com u = 0.6 e a = 5. Para r > r0 , e < O, 
onde r0 ~ 0.99. 
Assim, o valor da constante a pode ser escolhido de tal forma que, indepen-
dentemente do valor da constante u, o valor de r 0 esteja muito próximo de 
ro = 1. 
Da análise gráfica das expressões (5.74) - (5.76) pode-se ver que seu 
comportamento qualitativo não depende do valor da constante u, assim, para 
ilustrar o comportamento da solução, vamos considerar u = 0.6 e a = 5. Com 
estes valores das constantes, r 0 ~ 0.99, de tal forma que a solução satisfaz 
as condições de energia praticamente no disco todo, tendo só uma pequena 
região no canto do discos em que a densidade de energia é negativa. Na Figura 
5.8 apresenta-se o comportamento das funções~:, p,., Prp e e para estes valores 
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das constantes, no intervalo O < r $. 1, em unidades da constante p0 • O 
comportamento da solução para outros valores das constantes é semelhante. 
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Capítulo 6 
Discussão dos Resultados 
Neste trabalho foi apresentado um método para a obtenção de modelos rela-
tivísticos de discos finitos com suporte de esforço na direção radial. Embora 
baseado em uma idéia já apresentada anteriormente nas referências [9, 37], 
considera-se que o tratamento sistemático apresentado neste trabalho é ori-
ginal, assim como a solução particular apresentada na seção 4.4. A expressão 
geral obtida para o esforço radial leva a modelos de discos tanto com suporte 
de pressão como com suporte de tensão. Utilizando a solução particular para 
o esforço na direção radial obtida no capítulo 4, muitos modelos diferentes 
de discos podem ser obtidos, tanto estáticos como estacionários. 
No capítulo 5 foram apresentados alguns modelos com pressão radial e 
outros com tensão radial, os quais acreditamos ser novos na literatura. Em 
todos os modelos com suporte de pressão na direção radial obtidos, os corres-
pondentes tensores de energia.-momento satisfazem as condições de energia 
só na região central dos discos, enquanto que na região periférica dos mesmos 
a densidade de energia é negativa. Por outro lado, os modelos com suporte 
de tensão na direção radial possuem tensores de energia-momento de com-
portamento variável, satisfazendo em alguns casos as condições de energia na 
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região central dos discos e em outros casos na região periférica dos mesmos. 
Vale a pena destacar que foi construída uma solução com suporLe de tensão 
na direção radial a qual satisfaz as condições de energia em toda a extensão 
do disco, apresentada na seçã.o 5.2.4, a qual pode-se interpretar como um de-
feito topológico formado por cordas cósmicas na direção radial entretecidas 
com laços. 
O método apresentado no presente Lrabalho pode ser usado para cons-
truir muitas classes de modelos de discos com suporte de esforço radial fisi-
camente aceitável e com densidade de energia e densidade ~ewtoniana de 
energia fisicamente promissoras. A potência do método pode ser e.xplorada 
considerando soluções à equação (5.2} mais gerais que a solução particular 
(4.26} apresentada em 4.2, de tal forma que talvez possam ser obtidos mode-
los de discos com tensores de energia--momento que satisfaçam as condições 
de energia em toda a e.xtensão dos discos e portanto possam ser de utilidade 
para o modelamento de galá..'tias ou discos de acresção. 
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